
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí

7 êëàññ, ôèíàëüíûé òóð. 9 ôåâðàëÿ 2019 ãîäà. Ðåøåíèÿ çàäà÷.

1. Ïåòÿ ðàáîòàë 2 ÷àñà â äåíü è ïîëó÷àë ïî 5 ðóáëåé â ÷àñ çà êàæäûé ïîëíûé
ãîä ñâîåãî âîçðàñòà. Â òå÷åíèå ïîëóãîäà Ïåòÿ ðàáîòàë 50 äíåé è çàðàáîòàë 9300
ðóáëåé. à) Ñêîëüêî ïîëíûõ ëåò åìó áûëî ïîñëå òîãî, êàê ïðîøëè ýòè ïîëãîäà? á)
Ñêîëüêî äíåé îí ïðîðàáîòàë â ýòîì âîçðàñòå?

Îòâåò. à) 19 ïîëíûõ ëåò; á) 30 äíåé.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî Ïåòÿ ïîëó÷àåò 10 ðóáëåé â äåíü çà êàæäûé ïîëíûé
ãîä ñâîåãî âîçðàñòà. Êðîìå òîãî, 180 · 50 = 9000 < 9300 < 9500 = 190 · 50.
Ñëåäîâàòåëüíî, îí ïðîðàáîòàë íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî äíåé â âîçðàñòå 18 ëåò, à
îñòàëüíûå � â âîçðàñòå 19 ëåò. Çíà÷èò, îòâåò íà ïåðâûé âîïðîñ � 19 ïîëíûõ ëåò.
Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî äíåé, êîòîðûå îí ðàáîòàë â âîçðàñòå 19 ëåò çà x. Òîãäà
â âîçðàñòå 18 ëåò îí ðàáîòàë (50 − x) äíåé, îòêóäà ïîëó÷àåì óðàâíåíèå 190x +
180(50− x) = 9300. Ïðåîáðàçîâàâ åãî, íàéäåì 10x = 300, îòêóäà x = 30.

2. Âàñÿ âûïèñûâàåò â ðÿä äðîáè 1
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1 è ñîêðàùàåò èõ,
åñëè ýòî âîçìîæíî. Íåêîòîðûå èç çàïèñàííûõ èì äðîáåé îêàçûâàþòñÿ öåëûìè,
íàïðèìåð, 2018

1 = 2018. À ñêîëüêî âñåãî öåëûõ ÷èñåë âñòðåòèòñÿ â åãî ðÿäó?

Îòâåò. 3.

Ðåøåíèå. Ñóììà ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ êàæäîé äðîáè ðàâíà 2019, òî åñòü,
êàæäàÿ äðîáü èìååò âèä 2019−x

x , ãäå x� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå 2018.
Óðàâíåíèå 2019−x

x = k ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ 2019 = (k + 1)x, îòêóäà ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëî x äîëæíî áûòü äåëèòåëåì 2019. Ïîñêîëüêó 2019 = 3 · 673, ãäå ÷èñëà 3
è 673 � ïðîñòûå, x ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1, 3 èëè 673.

3. Èìååòñÿ êâàäðàò 6× 6, âñå êëåòêè êîòîðîãî áåëûå. Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ
èçìåíèòü öâåò îáåèõ êëåòîê â ëþáîé äîìèíîøêå (ïðÿìîóãîëüíèêå èç äâóõ êëåòîê)
íà ïðîòèâîïîëîæíûé. Çà êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî õîäîâ ìîæíî ïîëó÷èòü êâàäðàò
ñ øàõìàòíîé ðàñêðàñêîé? Íå çàáóäüòå îáúÿñíèòü, ïî÷åìó ìåíüøåãî êîëè÷åñòâà

õîäîâ íå õâàòèò!

Îòâåò. 18 õîäîâ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî â øàõìàòíîé ðàñêðàñêå êâàäðàòà 6× 6 ïðèñóòñòâóåò
18 ÷åðíûõ êëåòîê. Ïðè ýòîì íèêàêèå äâå èç íèõ íå ìîãóò ñòàòü ÷åðíûìè çà îäèí
õîä, ïîòîìó ÷òî íå ïîêðûâàþòñÿ îäíîé äîìèíîøêîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîòðåáóåòñÿ
ìèíèìóì 18 õîäîâ (õîòÿ áû îäíîìó íà êëåòêó). Ñäåëàòü ýòî çà 18 õîäîâ ìîæíî, íà-
ïðèìåð, òàê: ðàçáèòü äîñêó íà 9 êâàäðàòîâ 2×2, à â êàæäîì êâàäðàòå ïåðåêðàñèòü
ñíà÷àëà íèæíþþ äîìèíîøêó, à çàòåì � ïðàâóþ. Åñòü è äðóãèå àëãîðèòìû.



4. Ïåòÿ íàïèñàë îëèìïèàäó, â êîòîðîé áûëî 6 çàäà÷, è çà êàæäóþ ïîëó÷èë îò
0 äî 7 áàëëîâ. Îí íå ãîâîðèò ñâîè áàëëû, à åãî ó÷èòåëü õî÷åò èõ óãàäàòü. Äëÿ
ýòîãî ó÷èòåëü ïèøåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç øåñòè îöåíîê (êàæäàÿ îò 0 äî 7), à
Ïåòÿ îòâå÷àåò, ïðàâäà ëè, ÷òî êàæäûé èç åãî áàëëîâ íå ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåãî
íàïèñàííîãî. Ñìîæåò ëè ó÷èòåëü çà 18 âîïðîñîâ îòãàäàòü áàëëû Ïåòè?

Ðåøåíèå. Ñìîæåò. Ïîêàæåì, êàê çà òðè âîïðîñà óãàäàòü áàëë çà ïåðâóþ
çàäà÷ó. Ñíà÷àëà ó÷èòåëü ñïðîñèò ïðî íàáîð îöåíîê (4, 0, 0, 0, 0, 0). Åñëè Ïåòÿ
îòâåòèò ïîëîæèòåëüíî, îí ïîëó÷èë çà ïåðâóþ çàäà÷ó îò 4 äî 7, åñëè îòðèöàòåëüíî
� îò 0 äî 3. Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ áàëëîâ óìåíüøèëîñü âäâîå (ñ
8 äî 4). Åù¼ äâóìÿ äåëåíèÿìè ïîïîëàì ó÷èòåëü ñìîæåò óçíàòü îöåíêó çà ïåðâóþ
çàäà÷ó (âòîðûì âîïðîñîì ñïðîñèâ ïðî 6 â ïåðâîì ñëó÷àå è ïðî 2 âî âòîðîì, è
äàëåå àíàëîãè÷íî). Ïîñëå ýòîãî çà òðè âîïðîñà îí ñìîæåò óçíàòü âòîðóþ îöåíêó
(ñïðîñèâ ïðî íàáîð (0, 4, 0, 0, 0, 0)), è òàê äàëåå.

5. Â òðåóãîëüíèêå ABC, â êîòîðîì óãîë C ðàâåí 90◦, à óãîë A ðàâåí 15◦,
ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà CD. Äîêàæèòå, ÷òî AD −BD = 2 · CD.

Ðåøåíèå: Ïåðåïèøåì ðàâåíñòâî, êîòîðîå íóæíî äîêàçàòü, â âèäå AD = BD+
2 · CD. Ïðèáàâèì ê îáåèì ÷àñòÿì BD. Ïîñêîëüêó AD + BD = AB, íåîáõîäèìî
äîêàçàòü, ÷òî AB = 2(BD + CD). Ïðîâåäåì ìåäèàíó AE, òîãäà AB = 2BE
è îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî BD + CD = BE = BD + DE. Äîêàæåì, ÷òî CD =
DE. Ïîñêîëüêó ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå, ïðîâåäåííàÿ èç âåðøèíû
ïðÿìîãî óãëà, ðàâíà ïîëîâèíå ãèïîòåíóçû, CE = AE. Òîãäà∠ACE = 15◦. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ∠DEC = ∠ACE +∠CAE = 15◦ + 15◦ = 30◦ êàê âíåøíèé â 4ACE.
Êðîìå òîãî, ∠DCA = 45◦, òàê êàê CD � áèññåêòðèñà. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠DCE =
∠DCA − ∠ACE = 45◦ − 15◦ = 30◦. Òàêèì îáðàçîì, ∠DCE = ∠DEC, ïîýòîìó
CD = DE.
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6. Íàçîâåì ðàìêîé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê, èç öåíòðà êîòîðîãî âûðåçàí
ìåíüøèé êëåò÷àòûé ïðÿìîóãîëüíèê òàê, ÷òî òîëùèíà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè âåçäå
îäèíàêîâà. Âàñÿ õî÷åò âûëîæèòü êàêóþ-òî ðàìêó èç ñïè-
÷åê (îäíà ñïè÷êà ïîêðûâàåò îäíó ñòîðîíó îäíîé êëåòêè).
Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ðàìêà òîëùèíû 2 ñ íà-
ðóæíûìè ðàçìåðàìè 6×7, è âíóòðåííèìè 2×3, äëÿ âûêëà-
äûâàíèÿ êîòîðîé ïîòðåáóåòñÿ 90 ñïè÷åê. Ñìîæåò ëè Âàñÿ
âûëîæèòü êàêóþ-íèáóäü ðàìêó, èñïîëüçîâàâ ðîâíî 2018
ñïè÷åê?



Ðåøåíèå: Íå ñìîæåò. Ïóñòü âíóòðåííèå ðàçìåðû ðàìêè � a × b, à òîëùèíà
ðàìêè � k êëåòîê. Òîãäà íàðóæíàÿ ãðàíèöà èìååò ðàçìåðû (a + 2k) × (b + 2k).
Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñïè÷åê ïîòðåáóåòñÿ, ÷òîáû âûëîæèòü ïîëíîñòüþ çàïîëíåí-
íûé ïðÿìîóãîëüíèê ðàçìåðàìè c×d. Íóæíî âûëîæèòü c+1 ãîðèçîíòàëüíûé ðÿä
èç d ñïè÷åê è d + 1 âåðòèêàëüíûé ðÿä èç c ñïè÷åê. Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî
(c+ 1)d+ (d+ 1)c = 2cd+ c+ d ñïè÷åê.

×òîáû ïîëó÷èòü ðàìêó, íóæíî èç ïðÿìîóãîëüíèêà (a+2k)× (b+2k) âûðåçàòü
ïðÿìîóãîëüíèê a×b, íî ïîòîì íàäî äîáàâèòü îáðàòíî åãî ãðàíèöó, òî åñòü, 2a+2b
ñïè÷åê. Èìååì 2(a + 2k)(b + 2k) + a + 2k + b + 2k − (2ab + a + b) + 2a + 2b =
4ak+4bk+8k2+2a+2b+4k = 2k(2a+2b+4k)+(2a+2b+4k) = (2k+1)(2a+2b+4k).
Åñëè òàêîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 2018, òî (2k + 1)(a + b + 2k) = 1009, íî 1009 �
ïðîñòîå ÷èñëî, à îáà ìíîæèòåëÿ â ëåâîé ÷àñòè áîëüøå 1, òàê êàê k, a, b > 1.


