
Ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ Ðåñïóáëèêè Òàòàðñòàí

7 êëàññ, ôèíàëüíûé òóð. 7 ôåâðàëÿ 2020 ãîäà. Ðåøåíèÿ çàäà÷.

1. Êàê ðàçðåçàòü êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 4 ñì íà ïðÿìîóãîëüíèêè (íå îáÿçàòåëüíî
ðàçëè÷íûå), ñ ñóììîé ïåðèìåòðîâ 42 ñì? Äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè îäèí ïðèìåð.

Ðåøåíèå. Íàïðèìåð, íà ðèñóíêå ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà
1 × 3 èìåþò ïåðèìåòð 8 ñì, îäèí ïðÿìîóãîëüíèê 1 × 4 èìååò
ïåðèìåòð 10 ñì. Èòîãî 4 · 8 + 10 = 42.

Âîçìîæíû è äðóãèå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ðàçðåçàòü êâàäðàò
íà ÷åòûðå ïðÿìîóãîëüíèêà 1 × 4, à îäèí èç íèõ ïîòîì ðàçðå-
çàòü â ëþáîì ìåñòå âäîëü êîðîòêîé ñòîðîíû (íàïðèìåð, íà äâà
ïðÿìîóãîëüíèêà 1× 2).

2. Íà ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå ßíå áûëî ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî ïðîñòûõ è
íåñêîëüêî ñëîæíûõ çàäà÷. Çà êàæäóþ ðåøåííóþ ñëîæíóþ çàäà÷ó ßíà ïîëó÷àëà 3
ïëþñèêà, çà êàæäóþ ïðîñòóþ � òîëüêî 2. Áîëåå òîãî, â êîíöå êðóæêà ïðåïîäàâà-
òåëè óäàëèëè ó ßíû ïî îäíîìó ïëþñèêó çà êàæäóþ íåðåøåííóþ ïðîñòóþ çàäà÷ó.
Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî ó ßíû áûëî ðåøåíî 15 çàäà÷ è îñòàëîñü 25 ïëþñèêîâ.
Ñêîëüêî ïðîñòûõ çàäà÷ áûëî ïðåäëîæåíî ßíå?

Îòâåò. 20 ïðîñòûõ çàäà÷.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîáàâèì ßíå ïî îäíîìó ïëþñèêó çà êàæäóþ âûäàííóþ
ïðîñòóþ çàäà÷ó. Ïîñëå ýòîãî, îíà ïîëó÷èò ïî 3 ïëþñèêà çà êàæäóþ ðåøåííóþ
çàäà÷ó è íå ïîòåðÿåò ïëþñèêè çà íåðåøåííûå çàäà÷è. Áûëî ðåøåíî 15 çàäà÷,
ïîýòîìó ïëþñèêîâ áóäåò 15 · 3 = 45. Çíà÷èò ìû äîáàâèëè 45− 25 = 20 ïëþñèêîâ,
÷òî ðàâíî êîëè÷åñòâó ïðîñòûõ çàäà÷.

Âòîðîå ðåøåíèå. Êîëè÷åñòâî íåðåøåííûõ ñëîæíûõ çàäà÷ íå èìååò çíà÷å-
íèÿ, ïîòîìó ÷òî îò íèõ â óñëîâèè çàäà÷è íè÷åãî íå çàâèñèò. Îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî
ðåøåííûõ ïðîñòûõ çàäà÷ çà x, êîëè÷åñòâî íåðåøåííûõ ïðîñòûõ çàäà÷ çà y, à êî-
ëè÷åñòâî ðåøåííûõ ñëîæíûõ çàäà÷ çà z. Òîãäà èç óñëîâèé ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé:

x+ z = 15, 2x+ 3z − y = 25.

Èç ýòèõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî âûðàçèòü âåëè÷èíó x + y. Èìååì z = 15 − x,
ñëåäîâàòåëüíî, 25 = 2x+3(15−x)−y = 45−(x+y). Îòñþäà x+y = 45−25 = 20.

3. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé òàáëèöû 10× 10 ñòîèò êðåñòèê èëè íîëèê. Èç-
âåñòíî, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå êðåñòèêîâ áîëüøå, ÷åì íîëèêîâ. Â êàêîì íàèìåíüøåì
êîëè÷åñòâå ñòîëáöîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøå êðåñòèêîâ, ÷åì íîëèêîâ?

Îòâåò. 2 ñòîëáöà.

Ðåøåíèå. Îöåíêà. Â êàæäîé ñòðîêå êðåñòèêîâ áîëüøå ÷åì íîëèêîâ, ïîýòîìó
êðåñòèêîâ õîòÿ áû 6, òîãäà âî âñåé òàáëèöå êðåñòèêîâ õîòÿ áû 60. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: ïóñòü èìååòñÿ íå áîëåå îäíîãî ñòîëáöà, â êîòîðîì êðåñòèêîâ áîëüøå.
Îáùåå êîëè÷åñòâî êðåñòèêîâ â òàáëèöå òîãäà íå áîëåå 10 + 9 · 5 = 55. Ýòî ïðîòè-



âîðå÷èò òîìó, ÷òî èõ íå ìåíüøå 60. Ïîýòîìó åñòü õîòÿ áû äâà ñòîëáöà, â êîòîðûõ
êðåñòèêîâ áîëüøå.

Ïðèìåð. Ïîñòàâèì â êëåòêè ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ êðåñòèêè. Â êëåòêàõ îñòàëü-
íûõ ñòîëáöîâ ðàññòàâèì êðåñòèêè è íîëèêè â øàõìàòíîì ïîðÿäêå. Òîãäà â êàæäîé
ñòðîêå áóäåò ðîâíî 6 êðåñòèêîâ è 4 íîëèêà. Â äâóõ ñòîëáöàõ êðåñòèêîâ áóäåò áîëü-
øå (íîëèêîâ òàì âîîáùå íåò), à â îñòàëüíûõ ñòîëáöàõ êðåñòèêîâ è íîëèêîâ áóäåò
ïîðîâíó.

4. Âäîëü ïðÿìîé äîðîãè ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè ðàñïîëîæåíû ÷åòûðå ãîðîäà
â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå: A, B, C,D. Áàðîí Ìþíõãàóçåí ïðîåõàë èç ãîðîäà A â ãîðîä
D íèãäå íå ïîâîðà÷èâàÿ îáðàòíî. Îí óòâåðæäàåò, ÷òî åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ìåæäó
ãîðîäàìè A è D áûëà ðàâíà 20 êì/÷, ìåæäó ãîðîäàìè A è C � 25 êì/÷, ìåæäó
ãîðîäàìè B è D � 30 êì/÷. Ìîãóò ëè åãî ñëîâà îêàçàòüñÿ ïðàâäîé?

Îòâåò. Íåò, íå ìîãóò.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíèìè ãîðîäàìè çà S, âðåìÿ â
ïóòè íà ó÷àñòêàõ AB, BC è CD çà a, b è c ñîîòâåòñòâåííî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
áàðîí íå ëæåò. Òîãäà èç óñëîâèÿ çàäà÷è ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:

3S = 20(a+ b+ c), 2S = 25(a+ b), 2S = 30(b+ c).

Ïðåîáðàçóåì èõ:
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Ïðîòèâîðå÷èå.

5. Èìååòñÿ 100 ãèðü, íà êàæäîé èç êîòîðûõ íàïèñàí åå âåñ: 1 ã, 2 ã, 3 ã, . . . , 100 ã.
Èçâåñòíî, ÷òî íå áîëåå, ÷åì íà 20 ãèðÿõ âåñ íàïèñàí íåâåðíî (òî åñòü, êàæäàÿ
èç ýòèõ ãèðü ìîæåò âåñèòü ñêîëüêî óãîäíî, à îñòàëüíûå âåñÿò ñòîëüêî, ñêîëüêî
íà íèõ íàïèñàíî). Êàê îïðåäåëèòü ïðè ïîìîùè ÷àøå÷íûõ âåñîâ, âåðíûé ëè âåñ
íàïèñàí íà ãèðå ñ íàäïèñüþ 10 ã? Âåñû ïîêàçûâàþò èëè ðàâåíñòâî âåñîâ íà ÷àøàõ,
èëè ÷àøó, íà êîòîðîé íàõîäèòñÿ áîëåå òÿæåëûé âåñ. Êîëè÷åñòâî âçâåøèâàíèé íå
îãðàíè÷åíî.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ãèðè â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ íàäïèñÿìè, âíå
çàâèñèìîñòè îò ðåàëüíîãî âåñà. Âûäåëèì 49 ïàð ãèðü ñ ðàçíîñòüþ âåñîâ ðàâíîé 10.
Äëÿ ýòîãî óïîðÿäî÷èì ãèðè ïî âåñó è ðàçîáüåì íà 5 ãðóïï ïî 20 ïîäðÿä èäóùèõ
ãèðü. Â êàæäîé ãðóïïå ãèðè ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Ïàðó
(10; 20) ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì. Äëÿ êàæäîé ïàðû ãèðü (n;m), ãäå m = n + 10,
âçâåñèì ãèðþ m ñ îäíîé ñòîðîíû è ãèðè 10 è n ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Ãèðè ñ íåâåðíûì âåñîì (êðîìå ãèðè â 10 ã) ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü íå áîëåå ÷åì
â 20 âçâåøèâàíèÿõ. Åñëè ãèðÿ â 10 ã èìåëà ñîîòâåòñòâóþùèé âåñ, òî õîòÿ áû â



49−20 = 29 âçâåøèâàíèÿõ âñå ãèðè èìåëè âåðíûé âåñ è âåñû ïîêàçàëè ðàâåíñòâî.
Åñëè ãèðÿ â 10 ã èìåëà äðóãîé âåñ, òî õîòÿ áû â 49 − 20 = 29 âçâåøèâàíèÿõ âñå
ãèðè, êðîìå îäíîé, èìåëè âåðíûé âåñ è âåñû ïîêàçàëè íåðàâåíñòâî ÷àø. Ïîýòîìó
äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíîñòè íàäïèñè 10 ã äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ïðåîáëà-
äàþùèé ðåçóëüòàò (ðàâíî èëè íå ðàâíî) â îïèñàííûõ âçâåøèâàíèÿõ.

Âòîðîå ðåøåíèå. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûìè ãèðè, íà êîòîðûõ âåñ íàïè-
ñàí âåðíî, à íåâåðíûìè � ãèðè, íà êîòîðûõ âåñ íàïèñàí íåâåðíî. Âûáåðåì ëþáûå
÷èñëà, îòëè÷àþùèåñÿ íà 10, òàêèå, ÷òî èõ ìîæíî íàáðàòü áîëåå, ÷åì 40 ñïîñî-
áàìè íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ãðóïïàìè. Íàïðèìåð, âûáåðåì 42 ïàðû ãèðü ñ âåñîì
85 = 1 + 84 = 2 + 83 = . . . = 42 + 43 è 47 ïàð ãèðü ñ âåñîì 95 = 1 + 94 =
2 + 93 = . . . = 47 + 48. Ñíà÷àëà ñðàâíèì äðóã ñ äðóãîì âñå ïàðû ãèðü ñ âåñîì
85. Ïîñêîëüêó íåâåðíûå ãèðè ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü ìàêñèìóì â 20 ïàðàõ, õîòÿ
áû â 22 âçâåøèâàíèÿõ áûë ïðàâèëüíûé âåñ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òîò âåñ, êîòîðûé
âñòðå÷àåòñÿ áîëüøå âñåõ � âåðíûé. Òàêèì îáðàçîì, ìû óìååì ïîëó÷àòü âåñ â 85
ãðàììîâ.

Òåïåðü ñðàâíèì äðóã ñ äðóãîì âñå ïàðû ãèðü ñ âåñîì 95. Àíàëîãè÷íî, òîò âåñ,
êîòîðûé âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåõ (ìèíèìóì 27 ðàç) � âåðíûé. Òàêèì îáðàçîì, ìû
óìååì ïîëó÷àòü âåñ â 95 ãðàììîâ.

Âûáåðåì ëþáóþ ïàðó ãèðü (x, y) ñ âåðíûì âåñîì x + y = 85, íå ñîäåðæàùóþ
ãèðþ â 10 ã. Ïîòîì âûáåðåì ëþáóþ ïàðó ãèðü (a, b) ñ âåðíûì âåñîì a+ b = 95, íå
ñîäåðæàùóþ ãèðè â 10 ã è ãèðè x è y. Ýòî âîçìîæíî, òàê êàê òàêèõ ïàð ìèíèìóì
27. Ïîëîæèì íà îäíó ÷àøó ãèðè x, y è 10 ã, à íà äðóãóþ � ãèðè a è b. Âíå
çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíûé ëè âåñ èìåþò ãèðè x, y, a, b, íà ÷àøàõ ñåé÷àñ ëåæàò
âåðíûå âåñà â 85 è 95 ãðàììîâ è ãèðÿ 10 ãðàììîâ. Åñëè âåñû â ðàâíîâåñèè, òî
ãèðÿ 10 ã � ïðàâèëüíàÿ, åñëè êàêàÿ-òî ÷àøà ïåðåâåñèëà � íåâåðíàÿ.

6. Äàí êâàäðàò ABCD ñî ñòîðîíîé AB = 1. Íà ñòîðîíàõ AB è AD îòìåòèëè
òî÷êèM èN ñîîòâåòñòâåííî òàê, ÷òî∠ABN+∠MCN+∠MDA = 90◦. Äîêàæèòå,
÷òî ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AMN ìåíüøå 2.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êè M òî÷êà N ñ îïèñàííûì
ñâîéñòâîì âîññòàíàâëèâàåòñÿ íå áîëåå ÷åì îäíèì ñïîñîáîì. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè
ïåðåìåùåíèè òî÷êè N áëèæå ê òî÷êå A äâà óãëà èç òðåõ óìåíüøàþòñÿ, à äðóãîé
íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ñóììà óìåíüøàåòñÿ. Ïðè ïåðåìåùåíèè N áëèæå ê D äâà
óãëà óâåëè÷èâàþòñÿ, à äðóãîé íå èçìåíÿåòñÿ, ïîýòîìó ñóììà óãëîâ óâåëè÷èâàåòñÿ.

Îòìåòèì òî÷êó N íà AD òàê, ÷òî AM = DN . Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåííîé
òî÷êè N óñëîâèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ. Èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ïîñòðîåííàÿ
òî÷êà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé N èç óñëîâèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïîñòðîåíèÿ èìååì
ðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêîâ BCM è ABN , à òàêæå ADM è DCN . Ñëåäîâàòåëüíî
∠ABN + ∠MCN + ∠MDA = ∠BCM + ∠MCN + ∠DCN = 90◦.

Îñòàëîñü îöåíèòü ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà AMN . Èç ïîñòðîåíèÿ âèäíî, ÷òî
AN + AM = 1, ïîýòîìó NM < 1 â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Òîãäà ïåðè-
ìåòð AN + AM +MN < 1 + 1 = 2.


